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9 Statistikk og modeller
9.1  Statistikk 

:
Maple siste og mest omfattende programpakke for statistikk er Statistics . Den hentes inn med

:
Her er en del statistikkkommandoer

Mean(L) beregner gjennomsnittet  av tallene i listen L 

Mode(L) gir observasjonen med høyest hyppighet (frekvens) i listen L

Range(L) gir differensen mellom høyeste og laveste verdi av tallene i en liste L 

Quartile(L ) beregner kvartiler til tallene i listen L, k =1 (nedre kvartil), 2, 3 (øvre kvartil)

Percentile (L, p) beregner prosentiler i listen , der  er prosentilverdien

Histogram (L, valg) fremstiller et histogram eller søylediagram

Tally(L) grupperer tall som er like i listen L 

TallyInto( L, K )  grupperer tallene i listen L i klasser med 

klassebredder gitt i listen K 

FrequencyTable(L) plukker ut hyppigheten av tallene i listen L

StandardDeviation(L) beregner standardavviket for populasjonen gitt i listen L

Sort(L) sorterer numeriske data gitt i listen L

Eksempel 9.2.1
Tallene i listen  angir hvor mange
bokstaver som er i hvert ord i en tekst på til sammen 25 ord. 
a) Lag en frekvenstabell.
b) Finn variasjonsbredden.
c) Finn hyppigste verdi og regn ut gjennomsnittet.
d) Tegn et stolpediagram.

Løsning
I all statistisk behandling av et tallmateriale i Maple kan vi skriver dataene opp på listeform.

:
a) 

En sjekk på at antallet er 25 får vi ved kommandoen nops.

25
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Gruppering eller opptelling av antallet av hvert tall fåes ved Tally. 

Venstre side av likhetstegnet viser de forskjellige tallene i liste. Høyre side viser antallet av hvert 
tall.

I vgs pakken fins FrekvensTabell.
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Første kolonne: klassebredden, andre kolonne: antallet i hver klasse, tredje kolonne: antallet i 
prosent , fjerde kolonne: kumulativt antall, femte kolonne: kumulativ prosent 
Variasjonsbredde, Typetall og Middelverdi fins i vgs-pakken,
b) Variasjonsbredden er

11.

c) Størst hyppighet er

3.

Gjennomsnittsverdi
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4.96000000000000

4.96000000000000

d) 
Et stolpediagram med 10 stolper, like mange som det er tall i listen gir følgende histogram.
StolpeDiagram er i vgs - pakken.
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Høyden på hver av søylene angir tallets hyppighet. Bredden på søylene angis ved binwidth.
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Med angivelsen relative er summen av søylenes areal lik 1

Eksempel 9.2.2
På en skole ble førti tolvåringer veid hos skolelegen. Resultatet fremgår av følgende liste:

a) Klassedel materialet fra 42 til 65 og med klassebredde på 3. 
b) Beregn gjennomsnittet, medianen og standardavviket.
c) Fremstill et histogram 
d) Beregn kvartiler og noen prosentiler.
Løsning
a)

:

22.
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Med klassebredde på 3 får vi 7 klasser.

b)

c)
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Kvartiler

Prosentiler

59.6500000000000

9.2  Sannsynlighetsfordelinger
Statistikkpakken Statistics inneholder 38 forskjellige sannsynlighetsfordelinger.
Kommandoen RandomVariable genererer en tilfeldig variable med spesifisert fordeling.
PDF beregner sannsynlighets tetthetsfunksjonen og CDF den kumulative fordelingsfunksjonen.
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Normalfordeling
:

:

e :

:

:

som fremkommer av

e

:
:
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0.682689492137086

0.950004209703559

0.0249978951482205

1.96000000082450

K :

Noen kvantilverdier
K K K K K
K

:

:
:
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Tabellverdier
Normalfordelings-tabellen under er kopiert inn fra www.nkhansen.com/normalfordelingstabell

Denne tabellen får vi i Maple med kommandoen NormalFordelingsTabell.
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De enkelte tabellverdiene kan vi finne med

> 

0.999663070734323

> 

0.691462461274013

> > 

Kvantiltabellen fra www.nkhansen.com/normalfordelingstabell_kvantil
som gir z slik at arealet til høyre for z under en standard normalfordelingskurve er lik a.
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Tabellen i Maple får vi med kommandoen TabellKvantiler
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Student-t-fordeling
:

:
:
:

:
:
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:
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K :

K

 kommer frem ved å beregne  av

2.446911851
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Chi-kvadrat-fordeling ( )
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F-fordeling
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Binomial-fordeling
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Poisson-fordeling
:
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9.3  Befolkningsmodell
Parabelmodell

Folkemengden i Norge per 1. januar er gitt som følger

År 1769 1801 1815 1825 1845 1865

Antall 883603 1194827 1328471 1490047 1701756

År 1875 1890 1910

Antall 1813424 2000917

År 1960 1970 1980 1990 2005 2007

Antall 4606363 4681134

a) Tilpass et andregradspolynom til de gitte dataene for folkemengden.
b) For hvilke år gir modellen en brukbar tilnærming?
Statistisk sentralbyrå antar at med middels nasjonal vekst vil folketallet i årene 2010 til 2060 basert 
på folkemengden i 2005 være

År

Antall

c) Hvordan passer modellen med tallene fra Statistisk sentralbyrå når modellen anvendes fremover i 
tid?

Løsning
a)

:
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:

:
:

:

:
:

:

b)
Her vil det være naturlig å prøve å finne et andregradspolynom    som tilnærmet
faller sammen med den gitte kurven. Vi må finne mulige verdier for  og  Til det trenger vi å 
bruke 3 utvalgte punkter på kurven. Vi kan f.eks. bruke det første punktet  det tiende 
punktet  og det siste punktet .
Vi krever altså at kurven  skal gå gjennom disse tre punktene. Det gir følgende tre ligninger med tre 
ukjente størrelser  og c.
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: : :

:

:
:

Vi ser at tilnærmingen stort sett er bra. Det er størst avvik rundt 1815 og i årene 1960-1980.
c)
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Så plotter vi de nye punktene og de tilsvarende punktene basert på modellen.
 

:
:

:
:

:
Hekter vi denne grafen på den forrige, ser vi bedre sammenhengen.

Parabelmodellen er brukbar fram til 2020?

Logistisk modell 
a) Fremstill grafisk befolkningen som en funksjon av tiden (år). De enkelte punktene skal markeres 
og forbindes med rette linjer.

På grunnlag av befolkningsdataene skal du lage en logistisk modell av typen 

, der       (1)

der  er folkemengden ved tiden  og   er folkemengden ved tiden , som settes 
til år 1900.   er en konstant, og  er den asymptotiske verdien som folkemengden nærmer seg mot 
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når  .  Ligning (1) kan skrives 

               (2)

der  og . Ligning (2) kan omformes til 

        (3)

som er ligningen for en rett linje.
b) Fremstill punktmengden   grafisk som funksjon av punktmengden . 
c) Finn de numeriske verdiene på  og  ved hjelp av minste kvadraters metode.
Fremstill den rette linjen  i samme aksesystem som grafen i b).

d) Løs differensialligningen  , 

der  og  er gitt over ved hjelp av de beregnete verdiene for  og .
Hvilket år er endringen i folkemengden per tidsenhet størst?
Hvor stor er da folkemengden?
e) Fremstill grafisk i samme aksesystem grafen i a),   og punktmengden L i d). 
f ) Justér ved prøving og feiling verdien på M slik at den  logistiske modellen for folkemengden, 

, bedre samsvarer med dataene i listen L fra Statistisk sentralbyrå.

Løsning
a)

:

:

:
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b) Fremstill punktmengden   grafisk som funksjon av punktmengden . 

Løsning
:

Den relative befolkningsraten y =   kan approksimeres ved 

:

:

:
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c) Finn de numeriske verdiene på  og  ved hjelp av minste kvadraters metode.
Fremstill den rette linjen  i samme aksesystem som grafen i b).

Løsning
Ligningen for den rette linjen  blir

: :
:

:

:

:
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d) Løs differensialligningen  , 

der  og  er gitt over ved hjelp av de beregnete verdiene for  og .
Hvilket år er endringen i folkemengden per tidsenhet størst?
Hvor stor er da folkemengden?

Løsning
Av   og  fåes

:

:

Differensialligningen  med startbetingelsen  kan nå 

løses.

:

:
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e

:

:

Hvilket år er endringen i folkemengden per tidsenhet størst.?
Hvor stor er da folkemengden?

Her spørres det etter vendepunktet for kurven, dvs. der 

:

som settes lik 0 og løses med hensyn på .

Befolkningen er da
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e) Fremstill grafisk i samme aksesystem grafen i a),   og punktmengden L i d). 

Løsning
:

Den logistiske modellen er bra tilpasset den observerte befolkningsutviklingen. De siste dataene 
(grønne punkter) ligger over den logistiske kurven. Ved å øke den asymptotiske verdien M = 

.

oppnår vi en bedre tilpasning.

f ) Justér ved prøving og feiling verdien på M slik at den  logistiske modellen for folkemengden, 
, bedre samsvarer med dataene i listen L fra Statistisk sentralbyrå.

Løsning
Vi prøver med

:

:
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:

:


